MASINSKO INZENJERSTVO U PRAKSI

MEHANIKA - MEH

1. Istorijski razvoj nastave mehanike na Univerzitetu u Beogradu

Nastava iz oblasti mehanike, na ustanovama koje su prete¢a Univerziteta u Beogradu, odvijala se
paralelno na Filozofskom odeljenju i na Tehnickom odeljenju. Ovde ¢e biti dat kratak hronoloski
prikaz razvoja nastave iz mehanike, nazivi predmeta kao i profesori koju su predavali na tim
predmetima:

1839 — 1853 - FILOZOFIJSKO ODELENIJE LICEUMA, Fizicka mehanika (Konstantin
Brankovi¢, Antonije Arnot, Sava Jovanovi¢, Porde Musicki, Janko gafarik...),

1853 — 1863 - JESTESTOSLOVNO - TEHNICESKOE ODELENIE KNJAZESKO
SRBSKOG LICEJA, Mehanika (Filip Hristovi¢, Emilijan Josimovi¢, Dimitrije Nesic),

1879 — 1895 - PRIRODNO MATEMATICKI ODSEK FILOZOFSKOG FAKULTETA
VELIKE SKOLE, Teorijska mehanika (Ljubomir Kleri¢, Mijalko Ciri¢),

1895 — 1905 - MATEMATICKO FIZICKI ODSEK FILOZOFSKOG FAKULTETA
VELIKE SKOLE, Mehanika (Mijalko Ciri¢, Kosta Stojanovi¢),

1905 — 1939 - GRUPA NAUKA FILOZOFSKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U
BEOGRADU, Primenjena matematika (Mehanika, Nebeska mehanika, Teorijska fizika)
(Kosta Stojanovi¢, Milutin Milankovi¢, Anton Bilimovié¢, Vjaceslav Zardecki),

2.1.1953. god. Savet za prosvetu i nauku Narodne republike Srbije donosi odluku da se na
Prirodno matematickom fakultetu Univerziteta u Beogradu osnuje nova GRUPA ZA
MEHANIKU.

Nastava na visokoskolskom nivou, na Univerzitetu u Beogradu, u oblasti masinstva zapocela je
20.12.1873. god. Tada je na predlog Akademskog saveta Velike $kole, kao i izmenama i dopunama
zakona o Tehni¢kom fakultetu, uveden predmet Mehanika i nauka o masinama. Ovaj datum
smatra se datumom pocetka izuavanja maSinske tehnike na Beogradskom univerzitetu. U cilju
unapredenja nastave i savremenih tokova nauke

20.2.2013. god. Senat Univerziteta u Beogradu donosi odluku o formiranju Modula za
mehaniku na Masinskom fakultetu.



2. Mehanika kao naucna disciplina

Polaze¢i od poznate definicije §ta je Mehanika, moguce je prepoznati oblasti koje Mehanika
proucava:

1. Mehanika krutog tela,
2. Mehanika deformabilnog tela,
3. Mehanika fluida.

Takode, kroz svaku nau¢nu oblast, za inZenjere, nephodno je pro¢i kroz dve neophodne instance:

1. Teorijsko razmatranje problema,
2. Prakti¢no resavanje postavljenog problema.

Modul za mehaniku omoguéava savladavanje oba problema i Siroku prilagodljivost raznovrsnim
problemima tehnike. U tom smislu potrebno je prvo predstaviti Sta se od teorijskih osnova
proucava, a zatim kako se ta teorijska znanja primenjuju u masinskoj (ili nekoj drugoj) tehnici.

U daljem tekstu bice predstavljene putanje pru¢avanja mehanike.

3.1. Mehanika krutog tela - uvod

U okviru predmeta Mehanika M studenti se upoznaju sa izabranim poglavljima iz mehanike, a u
cilju sticanja i primene steenih fundamentalnih znanja, koja su nezaobilazna pri analizi,
projektovanju i odrzavanju mehanickih sistema. Koriste¢i dobro poznate mehanicke modele, kao
S$to su materijalna tacka i kruto telo, a na osnovu opstih zakona dinamike, vrsi se analiza kretanja sa
jedne, dok sa druge strane,
odreduju se sile za realizaciju
defini-sanog kretanja, Sto
predstavlja polaznu tacku pri
analizi i projektovanju gotovo svih
mehanicih sistema.

U prvom delu, na modelu
materijalne tacke, predstavljena je
analiza oscilatornog kretanja koje
je opisano linearnim diferencijal-
nim jednaCinama. Proucavanje
oscilatornog kretanja ima veliki
tehni¢i znacaj pri analizi 1
konstruisanju raznih masina i
mehanizama, kao 1 spreCavanje
nezeljenih oscilatornih kretanja i
pojava, kao §to je rezonancija. Sa druge strane, na osnovu teorije oscilatornog kretanja, mogu se
objasniti mnoge znacajne osobenosti razli¢itih mehanickih sistema.

U vojnoj i vazduhoplovnoj industriji, pri projektovanju tela promenljive mase, u prvom redu
raketa, nezaobilazno je formiranje diferencijalnih jednacdina koje opisuju kretanje tela. Sa razvojem
nove racunarske tehnike, u moguénosti smo da vr§imo kvantitativnu 1 kvalitativnu analizu kretanja
tela promenljive mase u realnom okruzenju, S$to ¢e studentima, a na osnovu predhodno stecenog
znanja u okviru numeric¢ke analize, predstavljati polaznu osnovu pri projektovanju tela promenljive
mase.



U okviru dinamike krutog tela, prikazan je
postupak formiranja diferencijalnih jednacina
obrtanja krutog tela oko nepokretne tacke, kao i
opsSteg kretanja krutog tela. Prikazana je priblizna
teorija giroskopskih pojava, gde je ukazano na
vaznost 1 primenu giroskopa. Tehnicka primena
giroskopa je velika i rasprostranjena, i moze se
koristiti za izgradnju girokompasa koji dopunjavaju
ili zamenjuju magnetne kompase (u brodovima,
letelicama i vozilima u celini), stabilizatora (bicikli,
svemirski teleskopi, brodovi, vozila itd.), ili da
budu deo unutrasnjeg sistema navodenja.

Mnogi mehanicki sistemi kako u masinskoj, tako
1 u gradevinskoj, rudarskoj 1 metalopreradivackoj idustriji rade u okruZenju izrazitih udarnih
optere¢enja. U okviru teorije udara, studenti se upoznaju sa osnovnim postavkama teorije udara,
gde su primenom osnovnih zakona dinamike pri udaru (sudaru) u moguénosti da vrse analizu
udarnih optereéenja na realne mehanicke sisteme, u toku projektovanja i eksploatacije.
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Kao sto je delom predstavljeno, kroz izabrana poglavlja predmeta

Mehanika M, studenti sti¢u znanja, koja se mogu sa jedne strane primeniti u reSavanju konkretnih

inzenjerskih problema iz realnog okruzenja, dok sa druge strane, sti¢u osnovu za dalje usavrsa-

vanje u oblasti mehanike kako na diplomskim, tako i na doktorskim studijama.




3.2. Analiticka mehanika

Njutnova mehanika (fizicka mehanika) je logi¢na koegzistentna teorija koja veoma dobro
opisuje Sirok dijapazon pojava vezanih za kretanje materijalnih objekata, koji su dovoljno veliki
(vidljivi obi¢nim mikroskopom) i dovoljno spori (mnogo sporiji od brzine svetlosti). Koristeci
matematicki aparat, vektorske i funkcionalne analize, Njutnova mehanika analizira veli¢ine kao $to
su sila, koli¢ina kretanja, energija, itd isklju¢ivo u fizickom trodimenzionalnom prostoru. Medutim,
sa razvojem fizike, Njutnova mehanika i njen formalizam pokazali su se manje podesnim i
univerzalnim za proucavanje i opisivanje slozenih fenomena prirode, od metode i formalizma
analiticke mehanike.

Analiticka mehanika, kao oblast klasi¢ne mehanike je puno opstija od Njutnove mehanike,
jer probleme kretanja razmatra u apstraktnim generalizovanim matemati¢kim prostorima, koriste¢i
aparat varijacionog rac¢una. Zahvaljujuci toj ¢injenici, formalizam analiticke mehanike uspesno se
primenjuje u teoriji kvantne mehanike, teoriji polja, teoriji relativiteta i drugim naukama (biologiji,
ekonomiji). Osnove analiticke mehanike dao je Lagranz (1736-1813) sa ciljem da ujedini i
predstavi, sa iste tacke gledista, razne do tada nadene principe mehanike. Najpogodniji objekti za
realizaciju te ideje su materijalni sistemi sa vezama. Analiza mogucih, vezama dozvoljenih,
pomeranja tacaka sistema, virtuelnog rada sila i Lagranzeve funkcije dozvoljava da se kretanje
materijalnog sistema sa holonomim i neholonomnim vezama opiSe skalarnim diferencijalnim
jednacinama drugog reda, koje su u analitickoj mehanici poznate kao LagranZzeve jednacine druge
vrste. Lagranzev formalizam i elementi varijacionog racuna pokazali su se vrlo efikasnim u
reSavanju problema: kretanja neholonomnih sistema (sistema sa vezama tipa seciva, kotrljanja tela
po pokretnim i nepokretnim povrSinama), sfernog, opsteg i slozenog kretanja krutih tela (giroskopa,
robotskih sistema, slobodnih krutih tela), kretanja sistema promenljive mase, poremeéenog kretanja
i stabilnosti neporemeéenog kretanja materijalnih sistema, kretanja materijalnih sistema pri kojima
se realizuje ekstremna vrednost zadatog funkcionala (brahistohronog kretanja).

Posebno vazno mesto u analitickoj mehanici predstavljaju principi mehanike. Na osnovu
njih se mogu formirati diferencijalne jednacine kretanja, ili se neposredno, analitickim i numerickim
metodama, mogu analizirati karakteristike kretanja. Diferencijalni principi (Dalamberov, Gausov)
izrazavaju lokalna svojstva kretanja, koja vaze u svakom polozaju sistema. Integralni principi
izrazavaju globalna svojstva kretanja i dati su u obliku integralnih funkcionala. U mehanici posebno
vazno mesto zauzimaju Hamiltonov i Lagranz-Mopertijev princip minimuma dejstva, kao i njegova
geometrijska interpretacija u formi Jakobijevog principa. Principi minimuma dejstva ukazuju, u



opStem, na jedinstvo materije na nivou razli¢itih struktura, s obzirom da se specijalni zakoni i
teorije u pojedinim oblastima fizike mogu izvesti iz njih.

Resavajuc¢i probleme rasprostiranja svetlosti u opticki nehomogenim i anizotropnim
sredinama, Hamilton (1805-1865) je doSao do tzv. Hamiltonovih, odnosno, kanonskih jednacina.
Sam Hamilton je pokazao da se ove jednac¢ine mogu uspes$no primeniti i u analitickoj mehanici. U
Hamiltonovoj mehanici stanje kretanja materijalnog sistema opisano je kanonskim promenljivim
¢iji je broj dva puta ve¢i od broja stepeni slobode materijalnog sistema. Kanonske jednacine
kretanja holonomnih potencijalnih materijalnih sistema su prvog reda po kanonskim promenljivim,
a njihov integral moze se odrediti pomo¢u Hamilton-Jakobijeve teoreme. Kanonske jednacine
Cuvaju svoj oblik ne samo pri koordinatnim transformacijama promenljivih kao Lagranzeve
jednacine druge vrste, vec i pri tzv. kanonskim transformacijama. Za Hamiltonov formalizam usko
je vezana i Poankare-Kartanova integralna invarijanta iz koje se mogu izvesti Vitekerove jednacine,
Jakobijeve jednacine, kanonske transformacije. Hamiltonov formalizam se uspesno primenjuje za
opisivanje stanja i reSavanje problema kretanja u nebeskoj mehanici, teoriji optimalnog upravljanja,
teoriji nelinearnih oscilacija.

3.3. Mehanika kontinuuma

Mehanika kontinuuma, koja u svoje temelje stavlja opStost metoda, strogost i apstraktnost

7 aksiomatskih sistema, kao 1 fizicke osnove
g’ [ poznavanja materijala, baza je nad kojom se mogu
prirodno razvijati teorije i inZzenjerske metode vezane

za deformabilna tela, a koje se izucavaju u teoriji
elasti¢nosti, mehanici fluida, teoriji plasti¢nosti,
mehanici  loma, reologiji, metodi konac¢nih
elemenata.
Premda Mehanika kontinuuma vuce svoje korene jos
iz antickih vremena, forma u kojoj se danas drze
predavanja iz ove oblasti nastala je u drugoj polovini
/ . W XX veka. Ovu "renesansu" mehanike kontinuuma
i, _“3‘*‘3 dugujemo nekolikim faktorima: procvatu relevantnih
-~ matemati¢kih ~ disciplina  (linearne  algebre,
parcijalnih diferencijalnih jednacina, diferencijalne
geometrije sa tenzorskim racunom), napretku u kreiranju novih materijala i
tehnologija masinskih sistema, kao i pojavi savremene racunarske tehnike i
tehnologije.
Ukoliko je pri dejstvu sila promena oblika i zapremine nekog tela zanemarljiva,
njega mozemo smatrati krutim. U protivom sluc¢aju telo ne mozemo smatrati krutim
I nazivamo ga deformabilnim. Rastojanja izmedu pojedinih tacaka deformabilnog
tela menjaju se tokom vremena, te je pri vrlo
velikom broju tacaka i broj stepeni slobode
veoma veliki. Na primer, ako jedan molgram
tela ima oko 6x10” molekula, broj stepeni
slobode bi bio 3x6x10%, tj. 1,8x10*.
Takode, mi nemamo nikakvu moguc¢nost da
odredimo pocetne polozaje i brzine

032

;v pojedinih tacaka realnih tela, a, sem toga, jos Tle) ple2)
- ni do danas ne poznajemo u potpunosti
prirodu  sila koje dejstvuju izmedu 711 a19 022

EAT AW elementarnih ¢estica. Cak i kada bismo znali
tacnu prirodu ovih sila i pocetne polozaje i



brzine tacaka, klasican metod dinamike tac¢aka bi bio prakti¢no neupotrebljiv zbog ogromnog broja
tih tacaka; stoga proucavanje kretanja i mirovanja deformabilnih tela zateva principski drugaciji
pristup.

Aproksimativni metod sastoji se u tome da se, umesto tacaka, posmatraju vrlo mali delovi tela, i to
takvi da se mogu smatrati jos dovoljno velikim u odnosu na
rastojanja izmedu susednih ta¢aka. Ovakvi vrlo mali delovi
tela zauzimaju vrlo male elemente zapremine, za koje
mozemo reci da su beskona¢no male u fizickom, no ne i u
matematiCkom smislu. Ako deformabilno telo posmatramo
na izlozeni nacin, svaki ovakav element zapremine sadrzi
veliki broj tacaka. Stoga, u prvoj aproksimaciji mozemo
uzeti da je u svakom ovom elementu zapremine materija
rasporedena neprekidno 1 u tom smislu se govori o
neprekidnoj sredini — kontinuumu, a mehanika deformabilnog tela postaje mehanika kontinuuma.
Ovaj prelaz sa diskontinuuma na kontinuum odgovara prelazu sa
veoma velikog na beskonacan broj Tip
tataka, te 1 broj stepeni slobode T
postaje beskonac¢no veliki. Tada tacke
viSe ne mozemo numerisati indeksima,
ve¢ prostornim koordinatama koje se
menjaju kontinuirano. Na ovaj nacin
izbegavaju se sile koje dejstvuju na
pojedinacne tacke, kao 1 pocetna
kinematska stanja svih tacaka. Umesto
sila koje dejstvuju na pojedine tacke uvode se makrofizicke sile
koje dejstvuju na uocene elemente tela, pri cemu
postoje dve vrste ovakvih sila: zapreminske i
povrsinske.
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Osnovni pristupi u mehanici kontinuuma su Ojlerov i Lagranzov pristup
kontinuumima, kao i osnove tenzorskog nacina obelezavanja i
izraCunavanja. Tako se mogu odrediti komponente napona i deformacije,
izracunavati tenzori napona i deformacije, postavljati jednacine
kontinuiteta, Navije-Stoksove jednacine i druge, s ciljem da se stekne
neophodna teorijska baza za lakse pracenje teorije elasti¢nosti, mehanike
fluida, metode konac¢nih elemenata.




3.4. Primena Mehanike krutog tela

Jedna od primena je mehatronska robotika. Ona
predstavlja posebnu oblast robotike koja se u svom
veéem delu bavi mehanikom robota, a u manjem delu
osnovnim zadacima upravljanja kretanjem robota. Ona
se izdvojila, odnosno nastala, kao rezultat Cinjenice
najnovijeg razvoja savremene robotike kao inter-
disciplinarne nauke (primer nano-robota), pri ¢emu
savremena robotika obuhvata pored maSinstva,
elektronike, raCunarstva (mehatronike), i biologiju,
kognitivne nauke, nanotehnologije i bioinZenjering.

U okviru mehatronske robotike proucavaju se najvazniji
segmenati dinamike sistema tela, primenom metoda
Analiti¢ke mehanike sa posebnim naglaskom na zadatke
mehanike specifiécne za robotske sisteme. Time se
stvaraju uslovi da se izlozene metode i postupci primene i
na ostale segmente masinske tehnike.

Istorijski posmatrano, moze se re¢i da
robotika ima svoje pocetke jos srednjem
veku, u doba renesanse. Pocetkom
Sesnaestog veka, Leonardo da Vinci
izradio je jednu vrstu mehanickog
automata - mehanickog lava u Cast Luja
XIl. Tek pocetkom XX veka re
“ROBOT” je usla u $iru upotrebu kada je
1923. godine na engleski jezik prevedena

CeSka drama  RUR  (Rossumovi
univerzalni  roboti) filozofa Karela
Capeka.

Danas su  mnogi  mehanicki, J

vazduhoplovni sistemi (mehanizmi,

uredaji, robotski sistemi,

drumska 1 Sinska vozila) veoma Cesto
kompleksni 1 sastoje se 1z medusobno ‘
povezanih elemenata koji su poznati u literaturi kao sistem tela. i

Uocava se da se mnogi prethodno navedeni sistemi mogu sa
dovoljnom ta¢no$¢u modelirati kao sistem Kkrutih tela gde su
deformacije tela male i mogu se zanemariti. Ako to nije slucaj, imamo

sistem deformabilnih tela.
Ovde ¢e robotski sistem, RS kao mehanic¢ki sistem, biti

biomehanicki sistemi, transportne masSine i
vestacki

sateliti,

predstavljen

mehani¢kim modelom - sistemom krutih tela pri ¢emu konacan broj tela u sistemu nije ogranicen.
Tko medusobno povezana tela formiraju ili otvoreni kinematicki lanac sa grananjem - sa strukturom

topoloskog drveta, ili zatvoreni. Pri tome tela (Vi.1) i (Vi)

¢ine kinematicki par V klase koji dopusta

ili pravolinijsku translaciju ili rotaciju tela (V;) u odnosu na telo (Vi.1).



Pod robotskim sistemom podrazumevacemo sistem tela
koji obrazuje kinematicke parove V klase, pri ¢emu
neéemo ograniCavati broj tela koja sacinjavaju sistem. U
opStem slucaju veze, RS po pitanju strukture, tipova i
idealnosti  mogu biti  holonomne, neholonomne,
skleronomne, reonomne. Ovde ¢e se proucavati oni RS
¢ije kretanje ogranicavaju holonomne (geometrijske)
skleronomne veze. Konfiguraciju robo-tskog sistema
odreduje skup generalisanih koordinata (q',...,q") koji se
u slucaju otvorenog kinematickog lanca po pravilu
poklapa sa skupom nezavisnih (Lagranzevih) koordinata.

Dalje je moguce odrediti matemati¢ki model RS koji
se formira na osnovu mehanickog modela prema
zakonima Kkoji vladaju u prirodi i dat je u vidu
diferencijalnih jednacina kretanja RS.
Proizvoljnu konfiguraciju RS odredujemo na osnovu
Y tzv. matrice transformacija koordinata vektora ili
tenzora. U ovom kursu ¢e se prvenstveno primeniti
tzv. Rodrigov pristup ¢ime se omogucava da se matrice transformacija odreduju direktno kao
proizvod Rodrigovih matrica transformacija koje se formiraju na relativno jednostavan nacin i koje
mogu biti odredene i primenom savremene teorije konacnih rotacija i kvaterniona. Ta ¢injenica
omogucava da se uspeSno reSavaju direktni i inverzni zadaci kinematike i dinamike RS odnosno
formulise jednostavan metod za automatsko formiranje diferencijalnih jednacina kretanja RS i
njihovo resavanje.
Posebno se moze pokazati da se sve poznate metode formiranja kovarijantnog oblika diferencijalnih
jednacina kretanja RS svode na problem formiranja tzv. osnovnog metrickog tenzora RS i
odredivanje generalisanih sila sistema sila koje deluju na RS. Sa te tacke gledista, sve metode za
formiranje diferencijalnih jednacina kretanja sistema tela potpuno su ravnopravne.




Takode, ne manje izazovan, sloZen i zahtevan zadatak predstavlja i upravljanje kretanjem datim RS
koji kao takav donosi specifi¢nosti i poteSkoce u reSavanju, gde su razvijene posebne metode i
koncepti upravljanja. U tom smislu, daje se pregled sa osnovama istih kao §to je savremena teorija
optimalnog upravljanja, ekspertni sistemi, sinergijsko upravljanje, upravljanje u kliznom rezimu,
inteligentni sistemi upravljanja (fuzzy logic kontroleri, genetski algoritmi).

Sada je posebno aktuelna primena teorije racuna necelobrojnog reda (fractional calculus).

Poseban aspekt predstavljaju softverski paketi odnosno razvojna okruzenja za simulaciju RS 1 oni
imaju znacajnu ulogu u resavanju prakti¢nih problema za dati RS (primer Cyberbotics Webots).

4. Mehanika deformabilnog tela

Teorija elastiCnosti je posebna i veoma zanimljiva oblast matematicke fizike koja proucava
zavisnost izmedu spoljasnjeg opterecenja, unutrasnjih sila - napona, elasticnih deformacija,

geometrijskog oblika i dimenzija materijalnog tela i njegovih mehanickih osobina.
'l‘(“)

Odredivanje unutrasnjih sila - napona 1 odgovarajucih
deformacija za poznato optereéenje i za telo proizvoljnog
oblika, veoma je sloZen problem koji do danas jos nije reSen u
egzaktnom obliku. Za sada postoje samo matematicki i
tehnicki prihvatljiva reSenja za dve vrste tela relativno
jednostavnog oblika. Kod jednih su popre¢ne dimenzije male u
odnosu na duzinu (Stapovi i grede), a kod drugih je jedna
dimenzija mala u odnosu na druge dve (ploce i ljuske).

X

lako u maSinskoj tehnici ne postoje realne
konstrukcije sa  matematicki  zanemarljivim
dimenzijama, pokazalo se da se u praksi one zaista
mogu zanemariti. Tako za pojedinacne delove
veéine konstrukcija kao Sto su brodovi, avioni,
dizalice, bageri, moZzemo sasvim opravdano da
kazemo da su ekvivalentni grednim nosacima,
plo¢ama ili ljuskama, napravljenim od razli¢itih
materijala.




a Oavg
Do sada razvijeni principi i metode Teorije » S
elasticnosti mogu se primeniti na tako idealizovana T
tela. Najjednostavnija primena te teorije koja na lak i
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Danas se Teorija elasti¢nosti za odredjivanje odnosa izmedju sila i deformacija oslanja na Hukov
zakon. Njemu se dodaju odgovarajuce geometrijske jednacine. One omogucavaju da se deformacije
izraze preko pojedina¢nih komponeni pomeranja pojedinih tacaka, translacije i rotacije.

Da bi u Teoriji elasti¢nosti mogao da se
primeni savremeni tenzorski, diferencijalni
1 integralni racun, materijalna tela moramo
da posmatramo kao neprekidne elasticne
sredine. Pretpostavka 0 neprekidnosti
elastitcne  sredine  povezuje  Teoriju
elasti¢nosti sa Mehanikom kontinuuma.

Kako su u masinskim konstrukcijama dozvoljene deformacije male u odnosu na dimenzije tela,
moze se primeniti 1 princip superpozicije. Za taj princip nije vazan redosled dejstva opterecenja i
redosled nastanka deformacija. On omogucéava da se sabiranjem dejstava pojedinacnih opterecenja
dobiju tehnicki prihvatljive rezultujuce vrednosti.

Iako su savremene matemati¢ke metode tehnicke Teorije elasti¢nosti dostigle veoma visok stepen
pouzdanosti, ne mogu se lako primeniti na tela slozenog geometrijskog oblika. Da bi se dobila
pouzdana resSenja i takvih slozenih problema, za reSavanje jedna¢ina Teorije elasti¢nosti primenjuju
se 1 razli¢ite numericke metode. Trenutno je najrazvijenija i najrasprostranjenija Metoda kona¢nih
elemenata.

4.1. Metoda kona¢nih elemenata

Metoda kona¢nih elemenata je danas najopStija numericka metoda za reSavanje diferencijalnih
jednacina, primenjena u gotovo svim naukama, a posebno u inzenjerskim oblastima. Smatra se da je
metoda konac¢nih elemenata, u poredenju sa drugim metodama, imala najveci uticaj na razvoj i
domete tehnickih disciplina u dvadesetom veku. Upotreba ove metode dozivljava nagli porast
razvojem raCunara, kada su stvoreni novi uslovi za analizu 1 proracun sloZenih inZenjerskih
konstrukcija. Veliki broj vode¢ih medunarodnih Casopisa, Citava industrija za razvoj softvera na
osnovama metode konacnih elemenata, svakodnevna primena komercijalnth 1 specijalnih
programskih paketa baziranih na metodi kona¢nih elemenata u razli¢itim inZenjerskim disciplinama
najkrace su ilustracija prethodne tvrdnje. U razvijenim zemljama kursevi iz metode konacnih
elemenata na redovnim i postdiplomskim studijama na tehnickim fakultetima postali su deo opsteg
obrazovanja studenata.

Osnovne karakteristike metode konacnih elemenata, koje je dovode ispred drugih metoda, sastoje se
u njenoj opstosti (primenljiva je na oblast ¢vrstih tela, fluida, provodenja toplote, i uopste na
probleme polja fizickih veli¢ina, kao i na spregnute probleme), primenljivosti i na linearne i
nelinearne probleme, relativnoj jednostavnosti i pogodnosti u pogledu primene raCunara. Za



strukture izloZene razli¢itim optere¢enjima (mehanickim, termalnim, vibracijama), upotrebom ove
metode, moguce je izraunati napone, temperature, pomeranja i deformacije unutar prihvatljivih
definisanih granica. Kao rezultat rada u oblasti metode kona¢nih elemenata i moguénosti primene u
inzenjerskoj praksi, razvijen je veliki broj komercijalnih paketa opSte namene kao Sto su CATIA,
ANSYS, PATRAN, NASTRAN, ABAQUS, FEMAP i dr.
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Diferencijalne jednacine, kojima se opisuju razliCite fizicke pojave u kontinuumima, zbog
kompleksnosti, nemoguce je reSiti analitickim metodama. Zbog toga se posmatrani kontinualni
fizicki sistem deli na individualne komponente ili elemente. Ovo ,razbijanje” sistema na manje
elemente naziva diskretizacija. JednaCine se postavljaju za svaki element. Kako svaki element
interaguje sa svojim susednim elementom, neophodno je ,rekonstruisati“ prethodni sistem
blokovima elemenata. Upotrebom racunara, diskretizovani sistemi se brzo i efikasno reSavaju. Na
sledecoj slici prikazana je struktura diskretizovana pomoc¢u metode konacnih elemenata.

Osim da samo budemo korisnici ve¢ postojec¢ih komercijalnih softvera baziranih na metodi
konac¢nih elemenata, na jednostavnijim primerima, poput greda i ploca, mozemo i samostalno pisati
programske kodove. Tako ¢emo, od korisnika, postati i kreatori softvera. Na sledecoj slici prikazan
je deo programskog koda u Matlab-u.



5. Mehanika fluida

U okviru Mehanike fluida proucavaju se vazni inzenjerski problemi koji se odnose na oblasti:
vazduhoplovstva, termoenergetike, termotehnike, hirdoenergetike, procesne tehnike, opstrujavanja
gradevinskih objekata, automobila, vozova itd.

Za proucavanje strujanja koriste se osnovni zakoni fizike:

algn o odrzanju mase Zako_r] kretanja Zakon o _ Osnovni sistem
ednacina + (Navije-Stoksove odrsaniu enerciie  — iednacina
pntinuiteta) jednacine) ) gy ]

Jednacina stanja kod stiSljivih strujanja.
bi se sistem jednacina reSio dodaju se grani¢ni uslovi za: brzinu strujanja, pritisak i temperturu.

Klase strujanja koje se proucavaju u kursu su:
- jednodimenzijska nestisljiva strujanja fluida u u slozenim cevovodima,
- hiroudar u cevovodima,
- dvodimenzijska potencijalna strujanja,
- jednodimenzijska stiSljiva strujanja fluida u cevima i mlaznicima,
- udarni talasi,
- turbulentna strujanja i
- granicni sloj.

DVODIMENZIJSKA POTENCIJALNA
STRUJANJA

Za neviskozno strujanje fluida kada
brzina ima potencijal (¢) strujanje se
opisuje Kosi-Rimanovim jednadinama,
iz kojih se kao reSenje dobijaju
potencijali brzine i strujnice (y). U
kompleksnoj ravni proucavaju se
osnovna strujanja: jednolika struja,
izvor, ponor, vrtlog i dvopol. Primenom
metode superpozicije dobijaju se reSenja
za slozena potencija strujanja oko opstrujavanih tela. U rezultatu analize sila koje deluju na telo u
potencijalnoj struji fluida dobija se sila uzgona, kao i da je sila otpora jednaka nuli (Dalamberov
paradoks). Primenom metode komformnog preslikavanja poznato strujanje iz jedne kompleksne
ravni preslikava se u drugo potencijalno strujanje u drugoj kompleksnoj ravni.

TEORIJA SLICNOSTI



Osnovni sistem jednacina koji ¢ine jednacine kontinuiteta, Navije-Stoksa i energije, trasformise se
na bezdimenzijski oblik i analizom odnosa njihovih pojedinih ¢lanova dobijaju se bezdimenzijski
brojevi: Struhala, Ojlera, Maha, Fruda, Arhimeda, RiCardsona, Rejnoldsa, Grashofa, Peklea i
Nuselta. Ovi brojevi se kao karakteristi¢ni koriste pri ostvarivanju uslova dinamicke sli¢nosti.

Teorija slicnosti definiSe pod kojim se
uslovima strujanje sa modela ispitanog u
laboratoriji ~ preslikava na  glavno
izvodenje. Tom prilikom koriste se
kriterijumi sli¢nosti:

- geometrijski,

- kinematski i

- dinamicki.

3 AERODINAMICKI TUNEL

JEDNODIMENZIJSKO STRUJANJE NESTISLJIVOG FLUIDA KROZ CEVOVODE
- Proracun slozenih cevovoda
- Hidroudar

JEDNODIMENZIJSKO STRUJANJE GASOVA

- lzentropsko strujanje

- lzotermsko strujanje gasa u
cevovodima

- Adijabatsko strujanje gasa

- Strujanje gasa sa razmenom
koliCine toplote

- Strujanje kroz mlaznike

- Pravi kos udarni talas

TURBULENTNO STRUJANJE

- Rejnoldsove jednacine

- Modeliranje turbulentnih napona, algebarski i diferencijalni modeli

- Univerzalni turbulentni profil brzina, zakon deficita brzine

- Koeficijent trenja - formule Prandtla, Blazijusa, Nikuradzea i Kolbruka

Vo
GRANICNI SLOJ y > Neporemeceno
0,99 v, strujanje
- Prandtlove jednacine ;/r f ——————
grani¢nog sloja
- Integralne karakteristike Y — GRANICNI SLOJ

grani¢nog sloja ,

- Integralne jednacine e B, e
grani¢nog sloja

- Metoda Karman-
Polhauzena

- Grani¢ni sloj na ravnoj ploci




5. 1. Multifazna strujanja

Vrste meSavina

Stvarna i idealizovana ¢estica
Faktori oblika

Sitovna analiza

JEDNACINE KOJE OPISUJU MULTIFAZNO
STRUJANJE

» Jednacine kretanja = Fluid + Disperzna faza

Ojler + Ojler <—l—> Ojler + Lagranz

» jednacina kontinuiteta » Analiza sila koje deluju na Cesticu

> jednacina difuzije » Sila otpora,

» jednacina energije » Koeficijent otpora

» grani¢ni uslovi » Brzina talozenja u njutnovskom i nenjutnovskom fluidu

Poroznost

Koncentracije - masene i zapreminske
Faktori proto¢nosti

Srednje vrednosti

Merenje masene koncentracije

FLUIDIZOVANI SLOJ

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Primena fluidizacije

Procesi razmene u fluidizovanom sloju
Fazni dijagram

Prva kriti¢na brzina fluidizacije

Druga kriti¢na brzina fluidizacije

Pad pritiska u poroznom sloju

Pad pritiska u nestisljivom FS

Stisljivi fluidizovani sloj

Razmena toplote u FS

Sagorevanje u FS

PNEUMATSKI TRANSPORT

Sistemi pneumatskog transporta
Pneumatsko korito

Vertikalni pneumatski transport

Leteci pneumatski transport

Pada pritiska pri leteéem pneumatskom
transportu sa nestisljivim fluidom

Lete¢i pneumatski transport pri stiSljivom
izotermskom strujanju

o Kiriti¢na brzina strujanja

O O O O O

O




SEPARACIJA

Stepen korisnosti
Komorni separatori
Cikloni

Vrecasti filtri
Elektrostaticki
separatori

Izbor separatora
ProraCun separatora

VV VYVVVY

DVOFAZNA STRUJANJA

= ReZimi strujanja

= Mape rezima

= Jednodimenzijski model strujanja

= Pad pritiska — Metoda Lokart-Martineli
= Hidraulic¢ka karakteristika

= Dvofazna strujanja sa razmenom toplote

MEHURASTO KLINASTO ANULARNO



HIDRAULICKI TRANSPORT

Sistemi hidrauli¢kog transporta

Kriti¢na brzina fluida

Rezimi strujanja suspenzija

Strujanje homogene meSavine

Proracun pada pritiska pri strujanju

homogene meSavine

Optimalna koncentracija pri

laminarnom strujanju homogene

mesSavine u horizontalnom cevovodu

» Odredjivanje optimalne koncentracije
pri laminarnom strujanju suspenzije u
kosom cevovodu

» Laminarno strujanje homogene

Y VVVVYVY

suspenzije . » Hidraulicki transport nehomogene
» Strujanje nehomogene mesavine mesavine u kosom cevovodu
» Horizontalni hidraulicki transport » Pneumo-hidraulicki lift

UREDAJI PNEUMATSKOG TRANSPORTA

- Usisnici
- Dozatori
- Ejektori

6. Zakljucak

Prethodno opisani procesi i pojave mogu posluziti za modeliranje i reSavanje najveceg
broja inZenjerskih problema. PaZljivim ¢itanjem prikazanog teksta moze se zakljuciti da
se reSavanjem opisanih mehani¢kih modela moze resiti vecina praktiénih problema koji
¢e se jednog dana, tokom rada, na¢i pred masinskim inZenjerom.
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